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. certa che le erano stati attribuiti dalla tradizione:

Carlo Felice Manara

OSSERVAZIONI' SULLA GEOMETRIA

DESCRITTIVA

1.,» Questo articolo fa seguito ad un altro che riguardava
I'impiego delle figure nell’insegnamento della geometria,
comparso su questo stesso periodico (n. 60).

E noto che la_geomeiria, a causa della crisi avvenuta nella
seconda meta del secolo XIX, ha assunto un duplice
aspetto: quellg di un puro sistema ipotetico-deduttivo e
quello di una “teoria fisica. '

Nell’aspetto di un sistema ipotetico-deduttivo, ciog di una
teoria logica astratta in cui le parole non hanno alcun
significato che risponde alla realtd, la geometria risulta
essere un gioco logico, che trae la validita dei propri
enunciati semplicemente dalla coerenza con le proposi-
zioni che sono state scelte come proposizioni iniziali. Nel
secondo aspetto la geometria si presenta come il « primo
capitolo della fisica », ciod come una teoria che riguarda
gli oggetti della nostra esperienza fisica, i corpi salidi,
le traiettorie dell’energia ecc., considerati sotto il punto
di vista della forma e della mutua posizione. Ovviamente
quando ci si ponga da questo secondo punto di vista, la
geometria non ha pilt i caratteri di scienza assolutamente
basti
pensare alla espressione classica che B. B. Spinoza ha adot-
tato nella sua opera; dicendo & more geometrico » ©
« ordine geometrico » a. quell’epoca si pensava di dare il
paradigma della chiarezza, della certezza, del rigore logi-
co di deduzione. In questo secondo modo di vedere, la
. geometria acquista invece i caratteri di una qualunque
teoria fisica: fatta per descrivere la realtd, per inquadrare
in modo logicamente accettabile le nostre esperienze, per
dedurre ulteriori informazioni da quelle che gia si pos-
~ SEZEOnO.

Tuttavia questo inquadramento razionale della realtd
della nostra esperienza deve essere visto nella giusta luce:
da una parte non si pud pretendere che esso ci dia tutta
la ‘realtd, con certezza assoluta: si oftiene invece una
teoria che ha le stesse proprietd di una teoria fisica, e

t, quindi & valida soltanto entro determinati limiti di ap- -

. prossimazione, a meno di certi errori, il cui ordine di
grandezza & determinato di volta in volta dal problema
:*'che si tratta di risolvere. D’altra parte occorre non cadere
nello scemc:smo che porterebbe a ripudiare la geometria

-

h

in questo secondo senso solo perché ha perduto i carat-
teri di scienza chiarissima e certissima che le erano attri-
buiti dalla mentalita classica,

Nell'ambito di questo secondo aspetto della geometria,
ciod in corrispondenza alla accezione della geometria
come « primo capitolo della fisica », gli strumenti e le

idee di questa scienza vengono utilizzati continuamente

nelle altre scienze, nella tecnica, nella vita civile; tale
uso & analogo a quello che si fa degli altri strumenti
della matematica per la formulazione delle leggi ¢ per la
deduzione di conseguenze. Questa analogia non & forse
colta sempre nella sua interezza perché abitualmente si
& piuttosto tentati di affidare alla geometria un ruolo che
& quello della pura illustrazione. Quindi vale la pena di
fare qualche riflessione a proposito dell’impiege della
geometria per la conoscenza della realtd. L'universitd
italiana qualche decennio fa ammetteva tradizionalmente
nej suoi statuti i corsi di « geometria descrittiva ». Que-
‘st corsi oggi non esistono pil, per ragioni che derivano
dal progresso della matematica e dalla diversa concezio-
ne del ruolo. della geometria nella tecnica; per esempio,
la professione dell’ingegnere ha cambiato nettamente la
propria fisionomia durante questi ultimi tempi, ha reso
meno utile la geometria descrittiva e pilt urgente lo studio
di altre teorie matematiche.

Ripetiamo tuttavia che vale la pena di arrestarsi un poco
a meditare su questa materia, che conserva ancora oggi
una sua validitd e, soprattutto, potrebbe aiutare ad una
retta interpretazione della geometria in quanto scienza,
che-fa parte della matematica dando un apporto inso-

- stituibile.

2. Come & noto, nella tradizione della geometria descrit-
tiva_vi era lo studio di un insieme di convenzioni per
“rappresentare con figure gli enti dello spazio ordinario
tridimensionale mediante figure appartenenti al piano.
Queste convenzioni sostanzialmente consistevano in proie-
zioni che venivano effettuate da punti {centri) scelti con
determinate leggi.

In questo ordine di idee si sucle dire che i primi metodi
di geometria descrittiva sono da farsi risalire agli studi
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di prospettlva {lineare) che furono svolti dai pittori del
R:nasc;mento ST

Si trovand esplicitamente in questi studi le ricerche per
poter dare a chi guarda il dipinto la sensazione della
profondita. Ovviamente questi problemi, che riguarda-
vano soltanto Parte figurativa, possono anche essere tra-

“iferiti nella scienza e neflla tecnica. In questo campo si

pongono per es. problemi di rappresentazione, che ri-

guardano l'edilizia e la tecnologia del legno e dei metalli; _

oppure problemi che riguardano la ricostruzione delle
figure terrestri a partire da fotografie (fotogrammetria)

. . b A i sy
oppure si hanno anche problemi nati i epoca pill re-
_cente riguardanti-la localizzazione nello spazio di punti

che interessano: per esempio si pud frattare del pro-

~ blema che riguarda Ia difesa antiaerea di un territorio, e

Ia localizzazione di un aereo mediante pil stazioni radar,
Come si vede, la gamma dei problemi tecnici che riguar-

dano la geometria descrittiva & molto vasta e interessa

non soltanto Ta rappresentazione di figure tridimensionali
in modo. che Vosservatore abbia 'impressione di una ter-
za dimensione, ma -anche problemi della tecnica pid
avanzata,

Prima di analizzare i metodi della geometria descrittiva
nei loro fondamenti,
rappresentazione convenzionale degli enti della geome-
tria pud essere risolto anche con altri mezzi: uno dei pil

- classici & il metodo delle coordinate (cartesiane eppure

no) che in sostanza .pt‘:rmBTIE di rappresentare gll enti

dello spazio e di rlsolvere anche i probleml che vi si

riferiscono.

In questo ordine di idee si potrebbe ricordare anzitutto®

un metodo classico di rappresentazione della geometria
descrittiva, metodo che costituisce una specie di compro-

_messo tra la rappresentazione degli enti geometrici me-

diante disegni e le convenzioni della gecmetria analitica.

_Vogliamo alludere al metodo che viene chiamato tradi-

zionalmente « delle proiezioni quotate ». Fissato un piano,
che viene chiamato {alvotta & ¢ddro », per es. il piano
del foglio, ad ogni punto P dello spazio si fa corrispon-
dere il punto P’ che si ottiene proiettando P sul piano
ortogonalmente: accanto a P’ viene scritta la « « quota »
di P, ciot la distanza del punto stesso dal « quadro ».

Questo metodo si presta. per es.. per rappresentare le
superficie mediante « linee_di livello », ciot rappresentan- -

do sul quadro le proiezioni delle curve che stanno su una
superficie e che hanno la medesima quota (fig. 1).

- Ciascuno riconoscerd in questa tecnica il metodo che si

utilizza abitualmente per rappresentare sul piano delle
regioni abbastanza ristrette della superficie terrestre.

La clausola che abbiamo enunciato dicendo che le
regioni rappresentate debono essere « abbastanza ristret-
te » si ricollega alla discussione che abbiamo gia fatto
nell’articolo citato a proposito della fedeltd della rappre-
sentazione di- una regione della Terra mediante figure

ricordiamo che il problema della .

]

piane. E noto infatti che la superficie terrestre non &
appllcablle sul pwano in altri termini si pud dire che con
una porzione Tdi piano, realizzata con un foglio sottilis-
simo perfettamente flessibile ed inestendibile, non si pud
« rivestire » una porzione anche piccola di superficie
terrestre senza lacerazioni o senza duplicazioni. Con altre
parole ancora si potrebbe dire ché la rappresentazione
di una parte di superficie terrestre su di un piano deve in
certa misura essere infedele; tuttavia se la regione rap-
presentata & abbastanza ristretta gli errori che si com-
mettono” possono essere considerati trascurabili, in rela-
zione alle informazioni che si vogliono trarre dalla rap:
presentazione.

Quando si presenta questo caso si pud sostituire la super-
ficie terrestre nell’intorno abbastanza ristretto di un punto
con il piano tangente alla superficie nel punto stesso.
Allora la rappresentazioné si ottiene rappresentando ogni
punto P della superficie terrestre con il punto P’ che ¢ la
sua proiezione sul piano tangente.

3. Abbiamo esposto fin qui delle convenzioni di rap-
presentazione degli elementi dello spazio che utilizzano
in parte anche delle idee della geometria analitica. Ci
occuperemo ora brevémente delle”convenzioni puramente
grafiche, cioé¢ delle convenzioni che utilizzano soltanto
delle figure per rappresentare gli enti dello spazio.

A questjo proposito si pud fare subito una osservazione

J

Fig. 1

che & abbastanza ovvia ma che non viene forse scmpre
tenuta nel debito conto, come si vedra.

Precisamente, si pud osservare che non & possibile rap-
presentare lo spazio, che ha tre dimensioni, sul piano,
che ne ha soltanto due, salvando un minimo di verosi-
miglianza nella rappresentazione, cosi che l'utente della

stessa possa « leggere » in modo approssimativo le pro- .
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prieta degli enti rappresentati sulla loro immaging. In
teoria infatti sarebbe possibile rappresentare degli enti
dello spazio tridimensionale mediante immagini appar-

-tenenti ad uno spazio avente un numero minore di dimen-

sioni; per es. sarebbe possibile, come ha dimostrato G.
Cantor, dare una corrispondenza biunivoca tra i punti di

“un quadrato o di un cubo ed i punti di un segmento.

Questa possibilita non & soltanto teorica; possiamo invero
ricordare qui di passaggio che abitualmente nella tecnica
televisiva una figura a due dimensioni viene riprodotta
con una « imnmg:’tle » ad una dimensione, ¢iogé con una
successione rapidissima di segnali disposti successiva-

. mente nel tempo. Come & noto, cid avviene utilizzando

un procedimento che viene chiamato abitualmente « scan-
mng » e che potrebbe essere indicato in italiano con il
homie” di « esplorazione » successiva delle linee in cul
viene . decomposta {a figura, La ricostruzione di questa,
ossia.’la decifrazione ¢ « decodificazione » del segnale
convenzionale e la trasmissione della informazione che
si vuole dare, viene fatta praticamente utilizzando le
imperfezioni dei %ensi umani: il limite inferiore del po-
tere risolutivo dellocchlo e la persistenza delle immagini
sulla retina.

Non vogliamo qui approfondire 1'argomento e ci limi-
ttamo ad osservare che tanto nel caso teorico (che risale
alle ricerche di Cantor di cui si & detto) quanto nel caso
pratico della “Televisione le immagini unidimensionali
delle figure a pit dimensioni presentano un inconveniente

fondamentale, dato dal fatto che punti che nella realtd

risultano « vicini » vengono ad essere rappresentati in
modo che le loro immagini non sono pid « vicine ». Qui

_ abbiamo utilizzato l'espressione « vicini » nel suo signi-

.dei sensi umani,

" ficato abituale e intuitivo, che appare sufficiente per i

nostri scopi; tuttavia osserviamo che la cosa potrebbe
essere precisata in modo rigoroso senza far ricorso alla
intuizione.

Come abbiamo detto poco fa, nel caso deila televisione
Vinconveniente viede superato sfruttando le imperfezioni
ed 1 limiti del nostro sistema nervoso.

- Ma questo non & possibile nel caso teorico.

4. Tutto cid che & stato detto fin qui conduce ad in-

~tuire la validita dell’osservazione che abbiamo fatto poco

fa, che ciog la rappresentazione di una figura geometrica
nello spazio tridimensionale non si pud dare nello spazio
bidilnensionale, a meno che non si adottino opportune

~ convenzioni. ‘
* Noi supponiamo qui che siano note al lettore almeno le

prmmpah convenzioni che si adottano tradizionalmente
per la rappresentazione delle figure dello spazio tridi-

3 mensionale nel piano. Quelle che adesso vogliamo pas-

i

5

sare in rassegna sono sostanzialmente le due classiche,
le quali vengono abitualmente indicate con le espressioni
ben mote metodo delle « proiezioni ortogonali » e me-
tOdO! de]]e « proiezioni centrah ».

Il metodo delle proiezioni ortogpnah utilizza sostanzial-
mente due piani tra foro ortogonah e proietta ogni punto
dello spazio ortogonalmente su ciascuno di essi; quando
la cosa sia necessaria, viene utilizzato anche un terzo
piano, ortogonale a ciascuno dei precedenti, che viene
chiamato « piano di_profilo »,

Questo meétodo & sostanz:almente utilizzato anche dalla
tecnica e nel disegno di officina, quando certi pezzi ven-
gono descritti in modo completo mediante le proiezioni
che sono dette spesso « pianta » ed « alzata ».

In sostanza quindi ‘il problema di «’Teggere» le pro-
prietd deila figura rappresentata sulle sue due (o tre)
proiezioni viene ricondotto alla applicazione delle pro-
prietd della operazione di proiezione. Nel caso presente
le protezioni sono eseguite da punti all’infinito, ognuno
dei quali corrisponde alla direzione ortogonale a quella
del piano su cui si proietta,

Nell’altro metodo classico, quello che viene chiamato
« metodo delle proiezioni_centrali », si utilizza un centro
di"protezione unico, assegnando insieme con la proiezio-
ne di un punto o di una retta anche ulteriori elemienti che
permettono di ricostruire la loro posizione nello spazio.
Come si sa, si pud avere una ulteriore possibilita di scelta
scegliendo la posizione del centro al finito oppure all’in-
finito. Sull'immagine (che viene chiamata « quadro »)
nel primo caso si hahno informazioni che permétiono di
determinare la posizione del centro di proiezione rispetto
alla immagine stessa.

Nel caso in cui il centro di proiezione sia stato scelto
all’infinito si & condotti ail vari metodi che vengono chia-
mati di « prospettlva cavaliera » oppure anche di « asso-
nometria »; ancfle qui si posaono dare delle convenzioni
ch&~pérmettonb di ricavare dall'immagine le proprietd
della figura che si rappresenta.

Per riassumere brevemente le idee che stanno alla base
della geometria descrittiva, vorremmo mettere in eviden-
za due argomenti che ci appaiono fondamentali: " anzi-
tutto linsieme delle convenzioni che si utilizzanc per la
rappresentazione e che permettono di decifrare ovvero
« decodificare » la informazione e di ricostruire la figura
déllo spazio in base alla sua immagine; in secondo luogo
il tipo di trasformazione alla quale si sottopone la figura
da rappresefifare per ottenerne una immagine,

Delle convenzioni abbiamo detto poco fa; sard interes-
sante osservare che spesso, quandd I'immdgine diventa
solo « illustrazione », queste convenzioni sono supposte,
oppure $ono tratte dal contesto del discorso o dalle abi-
“tudini dell'osservatore. Cid pud essere comodo talvolta,
soprattutto per quanto riguarda lo sfruttamento delle abi-
tudini; ma pud dare Iuogo a equivoci € a situazioni para-
dossali, che derivano da informazione incompleta oppure
da una presunzione ingiustificata sulle abitudini dell’os-
servatore; il che porta questo a supporre soddisfatte certe
condizioni che invece non lo sone nel caso particolare.
Spesso, per esempio, sono « presunte ». le convenzioni
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relative alle informazioni che c¢i vengono comunicate
quotidianamente dagli organi di stampa, che ci inondano
ormai in modo inarrestabile di materiale grafico.

Le fotografie che osserviamo tutti i giorni sui giornali
sui settimanali sono da tutti interpretate come se fossero
delle proiezioni centrali, In particolare la posizione del
centro di proiezione non sempre risulta determinata, ma
Posservatore fa automaticamente la ricostruzione nello
spazio, della figura rappresentata, secondo certe infor-
mazioni_presunte che aiutano questo automatismo fisio-
logico. Per chiafire le idee, si ossérvi la figura 2, che
rappresenta una fotografia di tre piscine. Pensiamo che

Fig. 2

nella maggioranza degli osservatori sia difficile contra-
stare la convinzione che le piscine rappresentate siano
circolari. Sta di fatto che nella fotografia le immagini
appaionc ellittiche; ma si possono fare due osservazioni:
anzitutto le immagini delle piscine (le piccole e la gran-
de) sono omotetiche, e quindi la sola conclusione che si
pud trarre a rigore & che le piscine hanno tutte la stessa
forma; in secondo luogo le immagini delle piscine sono
Fig. 3

omotetiche a quelle degli ombrelloni. Si pud quindi dire
che, poiché abitualmente gli ombrelloni sono circoldri,
la forma delle piscine deve essere simile a quella degh
ombrelloni. -

I1 fatto che si ha una integrazione automatica delle im-
magini nello spazio per una certa abitudine di osservare
le figure nello spazio e le loro immagini & confermato
anche dalla esistenza di certe « ﬁgt_gt_e_'paradossa[: », di

cui presentiamo qui alcuni esemplari € che hanno a prima
vista un aspetto « inquietante »; questo fatto & dovuto

-appunto alla circostanza che l'osservatore ha ['abitudine

di ricostruire le figure nello spazio. Per es. 1a fig. 3 pud
essere spesso interpretata come rappresentante un « na-
stro » nelto spazio; l'osservatore ¢ anche portato ad im-
maginare una sorgente di luce in alto a sinistra, dietro
le spalle dell’osservatore) Questa sorgente di luce illumi-

nerebbe le zone blanthe e lascerebbe in ombra le zone,

scure; ma la figura non & logicamente coerente con que-
sta interpretazione.

Analoghe osservazioni possono essere fatte a proposito
della fig. 4. Spesso l'osservatore pud essere portato a in-
terpretare la figura comé limmagine dello « scheletro »
di un cubo; ma questa interpretazione non riesce coe-
rente con l'intera figura. Infine l'immagine della fig. 5,
in cui Posservatore & portato a « vedere » una scala, ri-
sulta ancora pil inquietante perché la scala risulta essere
« sempte in discesa » (oppure sempre in salita, a seconda
del senso in cui la si immagina percorsa) € cid urta contro
le nostre esperienze del mondo fisico.

Abbastanza analogo & il senso di disagio che si prova
nell’asservare la figura 6, in cui si ritrova una « incoe-
renza » che ancora una volta & originata dalla integra-
zione nello spazio delle figure, cioé da un supplemento
di informazione che ['osservatore trae non dalla sola
figura ma da tutta la sua esperienza e dalla memoria.

5. Cid che abbiamo detto fin gui pud essere ulterior-
mente precisato € ci porta a discutere il secondo argo-
mento, di cui abbiamo parlato prima, e ciog il tipo di
trasformazione alla qua]e la figura spaziale viene sotto-
posta per darne una immagine. '

Soltanto la conoscenza di questa trasformazione pud per-
mettere di « decodificare » linformazione che & conte-

nuta nellimmagine e quindi di trarre da questa tutte ‘le °

informazioni che ci interessano.

Gia abbiamo parlato della prospettiva e dei metodi delle
proiezioni_ ortoggpah ¢ centrali. In questi casi ovvia-
mente la trasformazione alla quale viene sottoposta la
figura dello spazio & semplicemente una proiezione. Per-
tanto risultano applicabili le proposizioni della geome-
tria_proiettiva classica ed ha senso cercare gli « inva-

Trianti » della figura attraverso la sua immagine. Occorre

tuttavia sempre tener presente che questi « invarianti »

sono strettamente collegati ‘con il gruppo di trasforma- :



1

DIDATTICA DELLE SCIENZE - Numero 61

23

g

.I',)I

)

' -
zioni che si utilizza e la loro determinazione deve tener
e @ f .
tonto anche dell’osservazione che abbiamo fatto sopra
a proposito della dimensione dello spazio e delle conven-
zioni che occorre introdurre per rappresentare lo spazio
sul piano.

E chiaro per es. che se in fotografia due rette appaiono
intersecantisi, non & detto che lo sianc neila realtad. In-
fatti & noto che fra le proprictd fondamentali del gruppo
delle trasformazionj proiettive vi sono le proprietd di
appartenenza; in altre parole: se un punto appartiene
ad una retta, anche la proiezione del punto appartiene
alla proiezione della retta. Ma il viceversa non & vero,
come si pud intuire osservando le due figure 7 ed 8.

Nella figura 7 sono stati rappresentati in .prospettiva.

- cavaliera,. due piani, chiamati rispettivamente @, ed a3,

il primo orizzontale ed il secondo verticale rispetto ad
un osservatore. Si pensi per es. al pavimento (o) e ad
una parete (&) di una stanza..Sono poi rappresentate due
rette, indicate con @ e b; di tali rette sono indicate le
« tracee », ciod 1 punti in cui esse intersecano i due piani.
ST Ranno quindi i punti A; e A4, in cui la retta a interseca
i due piani oy ed &z e analogamente i punti B, e B: in
cui la retta b interseca i due plani &y ed oa.

In base a queste informazioni, e con costruzioni che si
eseguiscono facilmente, si arriva a concludere che le due
rette rappresentate ¢ e b sono sghembe tra loro nello
spazio.

Le costruzioni che abbiamo ricordato possono essere per
es. le seguenti:, si congiungano le due tracce A, e By delle
rette sul piano ey; si faccia analogamente per le due
tracce A: e B: sul piano ;. Le due congiungenti non si
incontranc sulla retta ¢ che rappresenta la intersezione
dei due piani o ed o; come invece dovrebbe avvenire
necessariamente se le due rette ¢ e b fossero complanari.
E chiaro che si pud giungere alla concliisione riguardante
le rette soltanto in base alle informazioni che abbiamo
date e che si riferiscono alla’ tecnica utilizzata per otte-
nere le immagini delle due rette ed agli elementi acces
sori che entrano nella immagine stessa. Per convincerci
pienamente della necessita di' queste conclusioni, pos-
siamo immaginare di isolare un particolare della figura 7,
come & stato fatto nella fig. 8; per es. se supponiamo di
sapere che le retie a e b sono le fotografie di due fili nello
spazio & chiaro che nella figura 8-mancano informazioni

_sufficienti per poter concludere che i due fili sono com-

planari oppure sono sghembi tra loro.

Va detto tuttavia che Poperazione di proiezione non & la
sola che si pud impiegare per dare la rappresentazione
sul piano di una figura. . '

La fotografia con i suoi « trucchi » offre numerosissimi
esempi di figure che il pubblico chiamerebbe « defor-
mate ». La fig. 9 rappresenta la facciata di un palazzo (che
potremmo supporre piana) che & stata deformata con una
trasformazione che & un diffeomorfismo, Nel passaggio
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dalla fig. 10 alla fig. 11 la deformazione appare ancora

pitt profonda, perché si potrebbe classificare tra gli_omeo-

morfismi, cioé trasformazioni biunivoche e continue. E da
osservare tuttavia che dato il tipo di trasformazione che
¢ stata impiegata, esistono alcuni « inVariafi» della
figura di partenza che possono essere letti sulla sua imma-
gine deformata: per es. il fatto che due punti siano « vi-
cinl » 0 « configui ».

Va da sé che il viso rappresentato dalla fig. 11 non &
piti riconoscibile, ma c¢id & dovuto al fatto che ['opera-
zione che ci porta al riconoscimento di un volto & molto
complicata e si basa sostanzialmente sul gruppo delle
similitudini. B chiaro infatti che il viso sarebbe ricono-
scibile se Ia foto fosse «ingrandita», ma gia sarebbe
difficilmente riconoscibile se Ia foto fosse semplicemente
« allungata » in mode da conservarle le dimensioni tra
sversali ma non le altezze.

E tuttavia possibile pensare di « decodificare » I'infor-
maztone che viene data dall’immagine deformata, benin-
teso quando si conosca la legge seconde la quale questa
¢ ottenuta dall’immagine originale. ’

E infine da osservare che molto spesso le immagini otte-
nute per omeomorfismo (ciod per deformazione continua)
sono sufficienti per fornire le informazioni che interes:
sano in un dato problema; pertanto_ in questi casi la
decodificazione non & neppure necessaria, perché anche
I'immagine deformata basta allo scopo che si vuole con-

seguire. Di queste immagini sono esempic quelle « carti-

ne ».schematiche che rappresentano una regione geogra-
‘ica, mettendone in evidenza le comunicazioni ferrovia-
rie (fig. 12).
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